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定義1. t-(v, k,  $\lambda$) デザインとは、組 (X, \mathcal{B}) で








\end{array}\right),  $\lambda$=|\{B\in \mathcal{B}|B\supset T\}|
をみたすものをいう.
集合X の元は 「点」 と呼ばれ,集合 \mathcal{B} の元はブロックと呼ばれる.
Teirlinck [5| 以前は,t‐デザインで t\geq 5 なるものはわずかしか知られていなかった.
定理2 (Teirlinck). 任意の t\geq 1 に対して非自明なかデザインは存在する.すなわち,
\forall t\geq 1, \exists v, \exists $\lambda$ s.t. \exists t-(v, t+1,  $\lambda$) デザイン.
一方,具体的な t, v, k,  $\lambda$ が与えられたとき,  t-(v, k,  $\lambda$) デザインが存在するかどう
かは一般的には難しい問題である.CRC Handbook of Combinatorial Designs [1] に
よれば,例えば 3-(16,7,5) デザインの存在が未解決になっている.最近 Nakic [2] は
このようなデザインが存在するとしたら位数3の自己同型を持たないことを示してい
るが,存在問題自体は依然未解決のままである.





定義3. デザイン (X, \mathcal{B}) が自己直交的であるとは,
|B\cap B'|\equiv 0 (mod2) (\forall B, B'\in \mathcal{B})
をみたすときをいう.
特に, t-(v, k,  $\lambda$) デザインが自己直交的ならば, k は偶数である.自己直交的なデ
ザインは,符号との関係から [3] で詳しく調べられている.
例4. Witt [6] は 5-(24,8,1) デザインの一意性を示している.このデザインは自己直
交的である.
H を位数 8nめアダマール行列,すなわち,成分が \pm 1 の 8n次正方行列で\rightarrowHHT =
8nI をみたすもの,とすると,自己直交的な 3-(8n, 4n, 2n-1) が得られる.実際, H










は 3-(8n, 4n, 2n-1) の結合行列を与える.ただし, J は成分がすべて1の行列を表
す.このデザインが自己直交的であることは, MM^{\mathrm{T}} を計算することでわかる.なぜ
なら, M を,その列が点の集合で添字づけられた結合行列とするとき,
デザインが自己直交的 \Leftarrow\Rightarrow MM^{\mathrm{T}}=0 over \mathbb{F}_{2}
となるからである. M の行ベクトルの生成する \mathbb{F}_{2} 上のベクトル空間 C をそのデザ
インの符号と呼ぶ.デザインが自己直交的であることと C\subset C^{\perp} は同値である.
例5. 位数8のアダマール行列から作られる自己直交的 3-(8,4,1) デザインは次のよう
なものである.行列 [I_{4} J_{4}-I_{4}] の行ペクトルの生成する \mathbb{F}_{2} 上のベクトル空間には
14個の重さ4のベクトルが含まれ,これらが自己直交的 3-(8,4,\cdot 1) デザインを与える.
同様にして,位数,16のアダマール行列からは 3-(16,8,3) デザインが得られ,これ





HD: =HadamardDatabase () ;




\mathrm{x} : =Random(Sym(16)) ;
D2: =Design (Sun( [\mathrm{D} ,D‐x]),3);
D2;
int: =\{0 , 2 , 4, 6\} ;
\mathrm{i}\mathrm{s}_{-}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{f}_{-}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}1:=
func <\mathrm{D}| &and{ \# ( \mathrm{B}1 meet B2) in int
: BI,B2 in Blocks(D) | Bl ne B2 } > ;
is self orthogonal(D2) ;
self orthogonal union: =
func <\mathrm{x}| is self orthogonal(Sum ([\mathrm{D},\mathrm{D}^{\rightarrow}\mathrm{x}]) ) > ;
tf: =false;
while not tf do
tf :=\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{f}_{-}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}1 union(Random(Sym(16))) ;
end while;
なかなか見つからない.そこで,もう少し効率よく探すために,このデザインの符号
C の自己同型  $\sigma$\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(C) で B\cup $\sigma$(\mathcal{B})\subset C となるものを探してみる。
\mathrm{C}:=LinearCode ( \mathrm{D} ,GF(2)) ;
Aut \mathrm{C}:=AutomorphismGroup ( \mathrm{C}) ;
exists(x){ \mathrm{x} : \mathrm{x} in AutC | self‐orthogonal‐union(x) };








t‐デザインの符号  C の双対符号 C^{\perp} は最小重みが少なくとも t+1である.さらに,次
の補題が成り立つ.
補題6. 自己直交的な 3-(v, k,  $\lambda$) デザインの符号 C の双対符号が最小重み4を持つと
すると, v=2k\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4) が成り立つ.
すると,小さい v に対して,自己直交的な 3-(v, k,  $\lambda$) デザインの可能性がかなり絞ら
れる. 3-(8,4,1) デザインはアダマール行列から得られたが,自己直交的な 3-(12,6,  $\lambda$)
デザインは存在しない.では,自己直交的な 3-(16,8,  $\lambda$) デザインはどのような  $\lambda$ に
対して存在するだろうか.簡単な数え上げにより,  $\lambda$\equiv 0 (mod3)が必要であること











だが,自己直交性を仮定すると  $\lambda$ はかなり小さくならざるを得ない.  $\lambda$=3 $\mu$ とおく.








対符号は分類されていて,実は2つしかない.それらは e_{8}\oplus e_{8} と d_{16} と書かれる. こ
こでは詳細は省略するが, e\mathrm{s}\oplus e_{8} の場合はデザインの非存在がすぐわかるので, d_{16}
を考える.これは,次の行列の行ベクトルで生成される.
\left\{\begin{array}{llllllll}
01 & 01 & 01 & 01 & 01 & 01 & 01 & 01\\
\mathrm{l}1 &  &  &  &  &  &  & 11\\
 & 11 &  &  &  &  &  & 11\\
 &  &  &  &  &  &  & \\
 &  &  &  &  &  & 11 & 11
\end{array}\right\}
d_{16} は128 + 70個の重さ8のベクトルを持つ.これらは,64 + 35個の,互いに補集
合となる8点部分集合の組からなる.符号が d_{16} に含まれるような自己直交的な3‐
( 16, 8, 3 $\mu$) デザインを見つけるには,これらから15  $\mu$ 個の組を選び出して3‐デザイン
になるようにしなければならない.  $\mu$=1 についてはアダマール行列から得られた.
 $\mu$=2 については2番目のmagma program で見つかる.  $\mu$\geq 3 について探すため,ま
ず64 + 35個の組の構造を良く調べる.これら64 + 35 \grave{}個の組全体の集合を点集合と
するようなグラフを次の隣接関係により定義する.
\{B_{1}, B_{1}^{c}\}\sim\{B_{2}, B_{2}^{c}\}\Leftrightarrow|B_{1}\cap B_{2}|\in\{2^{\cdot}, 6\}.
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すると
64= folded halved 8‐cube, 28正則
35= lines of P^{3}(\mathbb{F}_{2}) , 16正則






あり得ない) という意味である.したがってfolded halved 8‐cube というグラフ  $\Gamma$ は
 2^{6}=64 個の頂点を持ち , 16正則であることがわかる.
射影空間 P^{3}(\mathbb{F}_{2}) は35本の直線を持ち,これらは自然にグラフの構造を持つ.これ
を  $\Delta$ で表す.
デザインの存在問題をこれらのグラフの性質で言い換えるため,equitable partition
の概念を定義する.
定義7. グラフの equitable partition とは,その頂点集合  X の分割 X_{1}\cup X_{2} であっ
て,次の条件をみたすものをいう. i,j\in\{1 , 2 \} に対してある定数 a_{ij} が存在して,任





という形の equitable partition をもつという.
補題8. 上記の64 + 35個の互いに補集合となる8点部分集合2つの組から,15  $\mu$ 個
の組を選ぶとき,次は同値 :
(1) これらは  3-(16,8,3 $\mu$) デザインを定義する.
(2)  $\Gamma$ が
\left\{\begin{array}{llll}
4( $\mu$ & -1) & 4(8- &  $\mu$)\\
4 $\mu$ &  & 4(7- &  $\mu$)
\end{array}\right\}
という形の equitable partition をもち,かつ \triangle が
\left\{\begin{array}{llll}
4( $\mu$ & -1) & 4(5- &  $\mu$)\\
4 $\mu$ &  & 4(4- &  $\mu$)
\end{array}\right\}
という形の equitable partition をもつ.
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ここで,条件 (2) の後半の, \triangle がequitable partition をもつことは,射影空間の性
質を用いると理論的にも容易にわかることなので,前半をみたす  $\Gamma$ の部分グラフを見
つけることをmagma を用いて実行する.まず,  $\mu$ を  8- $\mu$ で置き換えても条件は同






という形の  $\Gamma$ のequitable partition を見つけるために,  $\Gamma$ の自己同型群を求めて,そ
の位数32の部分群による軌道で条件をみたすものが見つかる.
load  | foldedHalvedCubeGraph. txt ;
\mathrm{G}:=foldedHalvedCubeGraph (8) ;
V: =VertexSet(G);
AutG : =AutomorphismGroup ( \mathrm{G}) ;
sub32: =Subgroups (AutG : OrderMultipleOf: =32 ) \cdot ;
sub32: = [ \mathrm{H}^{t} subgroup : \mathrm{H} in sub32];
orb32: = [ Orbits(H) : \mathrm{H} in sub32];
orb32: = [ 0:0 in orb32 | [\# 0 : 0 in 0] eq [32, 32] ];
orb32: = [ [\{\mathrm{V}|\mathrm{x}:\mathrm{x} in 0\}:0 in 0] : 0 in orb32];
exists(0){ 0 : 0 in orb32 | [Valence(sub<\mathrm{G}|0>) : 0 in 0] eq [12, 12] };








































\mathrm{Z} : = Integers () ;
\mathrm{A}:=\mathrm{A}\mathrm{d}\mathrm{j} acencyMatrix (foldedHalvedCubeGraph(8)) ;
lhs: =A+ScalarMatrix(64, 4) ;
allone: =Matrix ( \mathrm{Z},64,1, [1:\mathrm{i} \mathrm{i}\mathrm{n} [1. .64]]) ;
rel: =‐allone;
rhs: =12*allone ;
obj :=Transpose (allone) ;
\mathrm{s} : =MaximalZeroOneSolution(lhs, rel, rhs , obj) ;
\mathrm{s} ;
&+Eltseq(s) eq 24;
ちなみに,  $\mu$=1 , 2, 3, 4のすべてについてもこの方法で解が一瞬で見つかる.
for mu in [1. .4] do
rhs: =4*\mathrm{m}\mathrm{u}*allone ;
obj :=Transpose(allone) ;
\mathrm{s} : =MaximalZeroOneSolution(lhs, rel, rhs, obj) ;




(1) 自己直交的な 3-(16,8,3 $\mu$) デザインが存在,
(2)  $\mu$\in\{1 , 2, 3, 4, 5\}.
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